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Аннотация

Рассматривается малоизвестная теория позиционного кодирования комплексных чисел и векторов. Описываются аппаратно-реализуемые алгоритмы кодирования, декодирования, арифметических операций, вычисления элементарных функций и др. Приводятся схемы основных вычислительных блоков. Описываются программы моделирования в системе MATLAB.
Книга ориентирована на студентов, инженеров и разработчиков специализированных процессоров.

Предлагаемые в книге алгоритмы и устройства разрабатываются в виде моделей на VHDL и FPGA. Любые предложения о сотрудничестве посылайте по адресу: solik@netvision.net.il
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Предисловие

В книге рассматривается теория и применение позиционного кодирования комплексных чисел и векторов. Предпочтение, отдаваемое именно позиционным кодам, объясняется тем, что с ними очень просто выполняются арифметические операции. Так, вне зависимости от объекта кодирования сложение позиционных кодов связано с распространением переносов от младших разрядов к старшим, а умножение и деление состоит из сдвигов и алгебраических сложений. Метод «цифра-за-цифрой» вообще применим только в сочетании с позиционной системой кодирования. 

Далее показано, что с позиционными кодами комплексных чисел и векторов выполнимы операции алгебраического сложения, векторного, скалярного и специального умножения, деления комплексных чисел и векторов. Это может быть использовано при построении процессоров, оперирующих с комплексными числами и векторами в целом. Такой процессор требует более простого алгоритма для решения задач, а при данном алгоритме работает по более короткой программе и обладает повышенным быстродействием. Для оценки этих величин можно указать, например, что программа векторного умножения векторов, заданных тремя числами, содержит 6 операций умножения и 3 операции вычитания.

Укажем некоторые области применения комплексных чисел: телекоммуникация, цифровая фильтрация, обработка изображений, обработка сигналов в радарах/сонарах, распознавание сигналов, спектральный анализ, инженерная графика в системах автоматизированного проектирования, навигационные системы, компьютерные игры, медицинская диагностика, проектирование электромеханических систем, управление энергосистемами, многоканальные цифровые системы автоматического регулирования. Вообще, вычислительная математика в большей своей части является математикой комплексных чисел. Поэтому универсальный компьютер для вычислений – это компьютер, оперирующий с комплексными числами. Этот факт не учитывается практикой по нескольким причинам:

· Программы позволяют завуалировать базовые возможности компьютера (на самом деле даже арифметические операции можно было бы заменить на более простые – счетчик и сравнение с нулем),

· Существуют специализированные компьютеры для решения вычислительных задач, требующих значительного быстродействия,

· Не было предложено комплексной компьютерной арифметики.

Арифметическое устройство для операций с комплексными числами CAU превращает компьютер, оснащенный им, в универсальный математический компьютер. Место математического компьютера в общем круге компьютерных задач иллюстрируется следующей диаграммой.
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Книга состоит из трех частей.

Первая часть книги содержит 9 глав. В главе 1 рассматривается теория позиционного кодирования комплексных чисел и векторов. Описывается метод поиска оснований кодирования и предлагаются различные основания кодирования. Выделяется несколько вариантов построения двоичных кодов комплексных чисел и векторов. В главе 2 исследуются вопросы точности представления комплексных чисел кодами, построенными выше. В главе 3 рассматривается операции, которые можно выполнять на схемах с распространением переноса. Формулируются два алгоритма таких операций и рассматриваются многочисленные частные случаи операций с различными кодами. В главе 4 предлагаются алгоритмы для преобразования чисел из одной системы кодирования в другую. В главе 5 рассматриваются методы, алгоритмы и схемы умножения чисел и векторов, в т. ч. скалярного, векторного и специального умножения векторов. Для последнего случая строится специальная алгебра. В главе 6 известный для кодов действительных чисел метод ‘цифра за цифрой‘ обобщается на позиционные коды комплексных чисел. В главе 7 рассматриваются методы, алгоритмы и схемы деления комплексных чисел, а также деления векторов в рассмотренной при умножении специальной алгебре. В главе 8 строятся алгоритмы и схемы для аппаратного вычисления элементарных функций комплексного переменного. В главе 9 рассматриваются алгоритмы решения алгебраических, трансцендентных, дифференциальных уравнений с использованием специализированных операций комплексной арифметики.
Вторая часть книги состоит из трех глав и содержит описание моделей некоторых устройств в системе MATLAB. Книга сопровождается диском CD «Программы моделирования комплексного арифметического устройства» - см. ниже. Этот диск содержит открытые коды описываемых в этой главе программ. В главе 1 рассматривается моделирование устройства извлечения квадратного корня из комплексных чисел.  Показано, что по количеству тактов предлагаемый алгоритм сравним с алгоритмами вычисления элементарных функций действительного аргумента. В главе 2 описывается устройство для потенцирования и логарифмирования комплексных чисел. Приведенной в этих главах информации (вместе с некоторыми специальными схемами, описанными в части 3) достаточно для практической реализации указанных устройств. В главе 3 описывается модель устройства для вычисления одного корня степенного полинома. Эта глава служит иллюстрацией способа, которым можно воспользоваться для моделирования устройств, предназначенных для аппаратной реализации сложных вычислений методом «цифрв-за-цифрой».
Третья часть книги содержит (с определенными дополнениями) материал книги [45]. Включение этого материала вызвано тем, что (как покзано в предыдуших главах) некоторая композиция кодов по отрицательному основанию может рассматриваться как единый код комплексного числа. Вне зависимости от этого, система кодирования действительных чисел по отрицательному основанию (широко используемая в этой части) интересна тем, что имеет ряд достоинств по сравнению с традиционной системой кодирования по положительному основанию. Эти достоинства являются следствием того, что положительные и отрицательные числа при отрицательном основании представляются единообразно, и заключаются в следующем:

· не требуется выполнять преобразования из прямого кода в обратный (или дополнительный) и обратно,

· отсутствует знаковый разряд и исключаются операции со знаковыми разрядами,

· упрощаются правила определения переполнения при алгебраическом сложении,

· упрощаются алгоритмы выполнения операций с кодами переменной длины.

Вместе с тем алгоритмы арифметических операций при отрицательном основании столь же просты, как и при положительном основании.

В настоящее время теория кодов по отрицательному основанию описывается во многих работах - см., например, [51]. В отличие от известных публикаций о кодах по отрицательному основанию данная книга содержит подробное описание многочисленных схем и алгоритмов для операций с этими кодами. Приводятся ранее неизвестные быстродействующие методы и схемы сложения и умножения кодов по отрицательному основанию, в которых используются специфические свойства этих кодов. Всем блокам и операциям в этой части присваиваются английские имена для связи с пректом комплексного арифметического устройства, который также планируется издать.
Третья часть книги содержит 7 глав. В главе 1 описывается представление действительных и комплексных чисел в виде двоичных кодов по основанию «-2» - т. н. М-кодов и С-кодов соответственно. В главе 2 подробно рассматриваются многочисленные схемы алгебраического сложения М-кодов кодов. В главе 3 описываются схемы алгебраического сложения С-кодов и операции, выполняемые на этих схемах. В главе 4 предлагаются схемы группового переноса для ускорения алгебраического сложения. В главе 5 рассматривается схемы и операции кодирования и декодирования этих кодов. В главе 6 рассматриваются нормализация, выравнивание экспонент , сдвигатели, компараторы М- и С-кодов. В главе 7 описываются устройства для умножения и несколько операций умножения. Тут приводятся ранее неивестные быстродействующие методы и схемы умножения кодов по отрицательному основанию, в которых используются специфические свойства этих кодов.
Книга сопровождается диском CD «Программы моделирования комплексного арифметического устройства». Его можно приобрести отдельно – см.  http://www.lulu.com/content/585292
Этот диск содержит открытые коды программ системы MATLAB для моделирования, описанных во второй части книги, а также для примеров, приведенных в других частях книги. При упоминании программ в тексте книги указываются ссылки на файлы диска, содержащие эти программы. Они имеют следующий вид: CD/catalog/file. Необходимые дополнительные пояснения также содержатся на диске.

Для понимания теории диск необязателен, тем более, что некоторые программы приведены в тексте книги.
История вопроса

Кратко остановимся на истории вопроса. Компьютерная арифметика сложных математических объектов берет свое начало в статье Шеннона о позиционном кодировании действительных чисел по отрицательному основанию [1]. Эта идея, по-видимому, впервые была реализована в Польше [2] и побудила (по-видимому) нескольких авторов к разработке методов кодирования комплексных чисел. Практически одновременно Кнут [3] предложил систему кодирования по основанию j(2. Хмельник [4] предложил несколько систем, в т.ч. по основаниям j(2 и (-1+j). Основание (-1+j) позднее рассмотрел Penney [5]. Хмельник в диссертации [6] рассмотрел комплекс вопросов конструирования арифметического устройства для операций с комплексными числами. Эти результаты развивались затем в работах [7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 33, 34, 35, 44].

В нескольких работах [16, 17, 18] рассмотрены методы построения умножителей комплексных чисел. При этом основное внимание уделяется способам реализации этих устройств на чипе. Для этого предлагаются избыточные системы кодирования, которые, по мнению авторов, позволяют построить более регулярные схемы. Однако при этом не рассматриваются другие операции с предлагаемыми кодам (например, деление).

Для кодов действительных чисел известен метод ‘цифра за цифрой‘ [19, 20] для аппаратного вычисления элементарных функций. Он может быть обобщен на позиционые коды комплексных чисел, что впервые было сделано Хмельником в [6, 11]. При этом часто достаточно иметь аппаратную реализацию только потенцирования и логарифмирования, поскольку через эти функции в комплексной области можно выразить все элементарные функции. Кроме того, этот метод применим для построения алгоритмов аппаратного решения трансцендентных уравнений и систем таких уравнений. При использовании кодов комплексных (а не действительных) чисел класс таких уравнений расширяется, а алгоритмы их решения существенно упрощаются. В [6, 11] описан один из таких алгоритмов.

Дальнейшее развитие идеи позиционного кодирования шло по пути построения позиционных кодов векторов [21, 22], матриц [36, 37],  функций [23, 24, 25, 33, 47], геометрических фигур [22, 26, 27, 28, 32, 38, 39, 46]. Следует отметить, что коды геометрических фигур могут рассматриваться как коды числовых массивов и для них могут быть построены эффективные поисковые алгоритмы [29, 30, 31]. Многие из этих результатов обобщены в книге [32].

Предпочтение, отдаваемое именно позиционным кодам, объясняется, главным образом, тем, что с ними очень просто выполняются арифметические операции. Так, вне зависимости от объекта кодирования, сложение позиционных кодов связано с распространением переносов от младших разрядов к старшим, а умножение состоит из сдвигов (то-есть перенумераций разрядов) и сложений. Упомянутый выше метод ‘цифра за цифрой‘ вообще применим только в сочетании с позиционной системой кодирования.

Важно отметить, что в программировании для предлагаемых компьютеров используется существующий математический аппарат, не учитывающий, естественно, специфических возможностей этих компьютеров. Можно надеяться, что при распространении таких компьютеров будут найдены не только другие методы решения задач, но и другие неожиданные области применения, как это непрерывно происходит с существующими компьютерами. Например, существует теория функций пространственного комплексного переменного [40]. Алгебра четырехмерных векторов [21, 32], предложенная для их кодирования, совпадает с алгеброй пространственных комплексных чисел, используемой в [40]. В связи с этим появляется возможность разработки компьютерной арифметики пространственных комплексных чисел с аппаратным вычислением функций этого переменного, как дальнейшим обобщением метода ‘цифра за цифрой‘ (подобно тому, как это было сделано для комплексных чисел [6, 11]). В этом есть практический смысл, поскольку теория функций пространственного комплексного переменного может быть использована в весьма сложных задачах теоретической физики [40].

В предлагаемой книге можно обнаружить много аналогий с традиционной компьютерной арифметикой. Можно указать ряд книг, где подробно рассматривается эта арифметика [41, 42, 43]. 

Данная книга включает в себя книгу [48] и является ее продолжением.
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